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Подобие треугольников в задачах с окружностями 

Часто ключом к решению непростых задач с 

окружностями является отыскание или 

дополнительное построение пары подобных 

треугольников. 

Задача11. В трапеции ABCD основания 𝐴𝐵 = 𝑎, 

𝐶𝐷 = 𝑏 (𝑎 < 𝑏).  Окружность проходящая через 

вершины  A, B и C, касается стороны AD. Найдите 

диагональ AC. 

Решение. Рассмотрим 

∆𝐴𝐵𝐶 и ∆𝐴𝐶𝐷. 

∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐴𝐶 (накр. леж. )

∠С𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐴 =
1

2
ᴗ𝐴𝐶

|
𝐼 пр.подобия
⇒        ∆𝐴𝐵𝐶~ 

∆𝐶𝐴𝐷 ⇒
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=
𝐴𝐶

𝐶𝐷
⇒ 𝐴𝐶 = √𝑎𝑏. 

Ответ: √𝑎𝑏. 

Задача 2. В круге проведены две хорды 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷,  

пересекающиеся в точке 𝑀, 𝐿 – точка пересечения 

биссектрисы угла 𝐵𝑀𝐷 с хордой 𝐵𝐷. Найдите отрезки 

𝐵𝐿 и 𝐿𝐷, если 𝐵𝐷 = 𝑎, а площади ∆С𝑀𝐵 и ∆𝐴𝑀𝐷 

относятся как 𝑏: 𝑐. 
                                                           
1
 Источник [1]. 
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Решение. Рассмотрим 

∆𝐷𝑀𝐴 и ∆𝐵𝑀𝐶 

∠𝐶𝑀𝐵 = ∠𝐴𝑀𝐷 (вертикальные)

∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐷𝐴𝐵 =
1

2
ᴗ𝐴𝐵(вписанные)

| ⇒

𝐼 пр.под 
⇒     ∆𝐷𝑀𝐴~∆𝐵𝑀𝐶

Пусть 𝑘 − коэффициент подобия.
| ⇒

𝑆∆𝐶𝑀𝐵
𝑆∆𝐴𝑀𝐷

= 𝑘2 =
𝑏

𝑐
⇒ 𝑘 = √

𝑏

𝑐
 

ML – биссектриса ∆𝐷𝑀𝐵 
св.биссектрисы
⇒          

𝐵𝐿

𝐿𝐷
=
𝑀𝐵

𝑀𝐷
=

√
𝑏

𝑐
⇒𝐵𝐿 =

√𝑏

√𝑏+√𝑐
𝑎, 𝐷𝐿 =

√𝑐

√𝑏+√𝑐
𝑎. 

Ответ: 𝐵𝐿 =
√𝑏

√𝑏+√𝑐
𝑎, 𝐷𝐿 =

√𝑐

√𝑏+√𝑐
𝑎. 

 

Задача 32. В угол вписаны, касающиеся внешним 

образом окружности радиусов 𝑟 и 𝑅 (𝑟 < 𝑅). Первая 

из них касается сторон угла в точках 𝐴 и  𝐵. Найдите 

𝐴𝐵. 

                                                           
2
 Источник [1]. 
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Решение. Проведем 

𝑂𝑇:𝑂𝑇 ⊥ 𝐶𝑂2, 𝑂𝑇 ∩ 𝐶𝑂2 =

𝑇. 

По свойству 

окружностей, касающихся 

внешним образом 𝑂1𝑂2 =

𝑟 + 𝑅. 

𝐴𝑂1 ⊥ 𝑆𝐶
𝐶𝑂2 ⊥ 𝑆𝐶

| ⇒ 𝐴𝑂1||𝐶𝑂2

⇒ 𝐴𝐶𝑂1𝑂2 − прямоугольная трапеция. 

𝑇𝑂2 = 𝑅 − 𝑟 

Рассмотрим прямоугольный ∆𝑇𝑂1𝑂2. 

𝑂1𝑂2 = 𝑅 + 𝑟
𝑂1𝑇 = 𝑅 − 𝑟

|
т.  Пифагора
⇒        𝑂1𝑇 = 2√𝑅𝑟. 

Проведем 𝑆𝑂1, 𝑆𝑂1 ∩ 𝐴𝐵 = 𝑃. 

Рассмотрим ∆𝑇𝑂1𝑂2 и ∆𝐴𝑂1𝑃. 

∠𝑂1𝑇𝑂2  =  ∠𝐴𝑃𝑂1 = 90
0

∠𝑆𝑂1𝐴 =  ∆𝑆𝑂2𝐶 (соответственные)
| ⇒

∆𝑂1𝑇𝑂2 ~ ∆𝐴𝑃𝑂1. 

𝐴𝑃

𝐴𝑂1
=
𝑂1𝑇

𝑂1𝑂2
⇒ 𝐴𝑃 =

2𝑟√𝑟𝑅

𝑟 + 𝑅
 

𝐴𝐵 = 2𝐴𝑃 =
4𝑟√𝑟𝑅

𝑟 + 𝑅
. 

Ответ: 𝐴𝐵 =
4𝑟√𝑟𝑅

𝑟+𝑅
. 
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Задача 4. Около окружности описана 

равнобедренная трапеция. Боковая сторона равна 𝑎, 

отрезок, соединяющий точки касания боковых сторон 

с окружностью равен 𝑏.  Найдите диаметр 

окружности (𝑏 < 𝑎). 

 

Решение: Пусть MN – средняя линия ABCD. 

Окружность  вписана в ABCD 

⇒AB+CD=BC+AD=2𝑎 ⇒𝑀𝑁 =
BC+AD

2
= 𝑎. 

Точка 𝑂 – середина MN ⇒ OM=
𝑎

2
. 

Проведем OT: OT⊥KL, T∈ 𝐾𝐿. 

Рассмотрим ∆𝑇𝑂𝐿 и ∆𝑀𝑂𝐿. 

∠𝐿𝑇𝑂 = ∠𝑂𝐿𝑀 = 900

∠𝑇𝐿𝑂 = ∠𝐿𝑂𝑀 (накр. леж. )
|
𝐼 пр.подобия
⇒        ∆𝑇𝐿𝑂~∆𝐿𝑂𝑀

⇒
𝐿𝑂

𝑂𝑀
=
𝑇𝐿

𝐿𝑂
 ⇒ 𝐿𝑂

=
√𝑎𝑏

2
− радиус вписанной окружности. 

Ответ: 
√𝑎𝑏

2
. 
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Задача 5.  В некоторый угол вписана окружность 

радиуса r. Хорда, соединяющая точки касания, равна 

𝑎. К окружности проведены две касательные, 

параллельные хорде. Найдите стороны полученной 

трапеции. 

Решение. 

Аналогично, как в задаче 

4 доказывается, что 

∆𝐴𝑂𝑇~∆𝑂𝑀𝐴. 

Значит, 
𝐴𝑇

𝑂𝐴
=
𝐴𝑂

𝑂𝑀
 ⇒

𝑂𝑀 =
2𝑟2

𝑎
⇒ 𝑀𝑁 =

4𝑟2

𝑎
⇒

𝐶𝐷 + 𝐷𝐹 =
8𝑟2

𝑎
⇒ 𝐶𝐸 + 𝐷𝐹 =

8𝑟2

𝑎
 (свойство четырехугольника, в который можно 

вписать  окружность). 

Трапеция  равнобедренная ⇒ 𝐶𝐸 = 𝐷𝐹 =
4𝑟2

𝑎
. 

Ответ: 
4𝑟2

𝑎
. 

 

Задача 6. Из вершины тупого угла 𝐴 ∆𝐴𝐵𝐶 

опущена высота 𝐴𝐷. Проведена окружность с 

центром в точке 𝐷, радиусом  равным 𝐴𝐷. Она 

пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑀 и 𝑁 
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соответственно. Найдите сторону 𝐴𝐶, если известно, 

что 𝐴𝐵 = 𝑐, 𝐴𝑀 = 𝑚, 𝐴𝑁 = 𝑛. 

Решение: 

Дополнительное 

построение: 

Продлим AD до 

пересечения с 

окружностью 𝜔. 

𝜔 ∩ 𝐴𝐷 = 𝐴, 𝑇. 

𝐷 ∈ 𝐴𝑇 ⇒ 𝐴𝑇 − диаметр ⇒ ∠𝐴𝑁𝑇 = 900. 

Рассмотрим ∆𝐴𝑁𝑇 и ∆𝐴𝐷𝐶. 

∠𝐴 − общий

∠𝐴𝑁𝑇 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 900
| ⇒ ∠𝐴𝑇𝑁 = ∠𝐷𝐶𝐴 

С другой стороны ∠𝐴𝑇𝑁 = ∠𝐴𝑀𝑁 =
1

2
ᴗ𝐴𝑁 ⇒

∠𝐴𝑀𝑁 = ∠𝐷𝐶𝐴. 

Рассмотрим ∆𝐴𝑀𝑁 и ∆𝐴𝐶𝐵. 

∠𝐴𝑀𝑁 = ∠𝐷𝐶𝐴 
∠𝐴 − общий

|
𝐼 пр.подобия
⇒        ∆𝐴𝑀𝑁 ~ ∆𝐴𝐶𝐵 ⇒

𝐴𝑀

𝐴𝐶

=
𝐴𝑁

𝐴𝐵
⇒ 𝐴𝐶 =

𝑐𝑚

𝑛
. 

Ответ: 𝐴𝐶 =
𝑐𝑚

𝑛
. 
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Задача 7 (аналог задачи 324602 из банка ОГЭ). 

Биссектриса С𝑀  делит 

сторону  𝐴𝐵 на отрезки, 

𝐴𝑀 = 𝑎 и 𝐵𝑀 = 𝑏 (𝑎 > 𝑏). 
Касательная к  описанной 

окружности ∆𝐴𝐵𝐶, 

проходящая через точку С, 

пересекает прямую 𝐴𝐵 в 

точке 𝐷. Найдите 𝐶𝐷. 

Решение. Рассмотрим 

∆𝐴𝐷𝐶 и ∆С𝐷𝐵. 

∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐶𝐵 =
1

2
ᴗ𝐶𝐵 (по теоремам о 

вписанном угле и об угле между хордой и 

касательной) 

∠D – общий. 

Значит, ∆𝐴𝐷𝐶~ ∆С𝐷𝐵 по первому признаку 

подобия 

𝐴𝐶

𝐶𝐵
=
𝐶𝐷

𝐷𝐵
.      (1) 

Рассмотрим ∆С𝐴𝐵. По свойству биссектрисы 

𝐴𝐶

𝐶𝐵
=
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
𝑎

𝑏
.    (2) 

Из (1) и (2) следует 

𝐶𝐷

𝐷𝐵
=
𝑎

𝑏
. 

По теореме о секущей и касательной 
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С𝐷2 = 𝐴𝐷 ∙ 𝐷𝐵.     (3) 

Пусть  𝐷𝐵 = 𝑏𝑥, тогда 𝐴𝐷 = (𝑏𝑥 + 𝑎 + 𝑏), 𝐶𝐷 =

𝑎𝑥. 

Основываясь на формуле (3), составим и решим 

уравнение 

𝑎2𝑥2 = 𝑏𝑥(𝑏𝑥 + 𝑎 + 𝑏) ⇒ 𝑥 =
𝑏

𝑎 − 𝑏
⇒ 𝐶𝐷 =

𝑎𝑏

𝑎 − 𝑏
. 

Ответ: 𝐶𝐷 =
𝑎𝑏

𝑎−𝑏
. 

Задача 8 (аналог задачи 324609 из банка ОГЭ).  

Окружности радиусов 𝑟 и 𝑅 (𝑟 <

𝑅) касаются внешним образом. 

Точки 𝐴 и 𝐵 лежат на первой 

окружности, точки 𝐶 и 𝐷 – на 

второй. При этом 𝐴𝐶  и  𝐵𝐷 – 

общие касательные окружностей. 

Найдите расстояние между 

прямыми 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷. 

Решение. ∆𝐺𝑂1𝑂2~∆𝐸𝐴𝑂1  
доказательство этого факта было 

приведено в задаче 3. 

𝐺𝑂2
𝐸𝑂1

=
𝑂1𝑂2
𝐴𝑂1

⇒ 𝐸𝑂1 =
𝑟(𝑅 − 𝑟)

𝑅 + 𝑟
. 

Рассмотрим ∆𝐴𝐸𝑂1и ∆𝐶𝐹𝑂2   
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∠𝐴𝐸𝑂1 = ∠𝐶𝐹𝑂2 = 90
0

∠𝐴𝑂1𝐸 = ∠𝐶𝑂2𝐹 (соответ. )
| ⇒

∆𝐴𝐸𝑂1~∆𝐶𝐹𝑂2  ⇒
𝐴𝑂1

𝐸𝑂1
=
𝐶𝑂2

𝐹𝑂2
 ⇒ 𝐹𝑂2 =

𝑅(𝑅−𝑟)

𝑅+𝑟
. 

𝐸𝐹 = 𝑂1𝑂2 + 𝐸𝑂1 − 𝐹𝑂2 =
4𝑟𝑅

𝑅 + 𝑟
. 

Ответ: 
4𝑟𝑅

𝑅+𝑟
. 

 

Задача 9 (аналог задачи 324611 из банка ОГЭ). На 

стороне 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 

взята точка 𝐷 так, что 

окружность проходит через 

точки  𝐴, 𝐶, 𝐷,  касается прямой 

𝐵𝐶. Найдите 𝐴𝐷,  если 𝐴𝐶 =

𝑎, 𝐵𝐶 = 𝑏, 𝐶𝐷 = 𝑑 (𝑎 > 𝑑).  

Решение. Рассмотрим 

∆𝐴𝐵𝐶 и ∆С𝐷𝐵. 

∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐶𝐴𝐵 =
1

2
ᴗ𝐶𝐷 (по 

теоремам о вписанном угле и 

об угле между хордой и касательной) 

∠B – общий. 

Значит, ∆𝐴𝐶𝐵~ ∆С𝐷𝐵 по первому признаку 

подобия 

𝐴𝐶

𝐶𝐵
=
𝐶𝐷

𝐷𝐵
⇒ 𝐷𝐵 =

𝑎𝑏

𝑑
. 
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Пусть  𝐷𝐴 = 𝑥, тогда 𝐴𝐵 = 𝐷𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝑥 +
𝑎𝑏

𝑑
. 

По теореме о секущей и касательной 

С𝐵2 = 𝐴𝐵 ∙ 𝐷𝐵. 

(𝑥 +
𝑎𝑏

𝑑
)
𝑎𝑏

𝑑
= 𝑏2 

𝑥 =
𝑏(𝑑2 − 𝑎2)

𝑎𝑑
. 

Ответ: 𝐴𝐷 =
𝑏(𝑑2−𝑎2)

𝑎𝑑
. 

Задача 10 (Пример задания 16 ЕГЭ 2017 

профиль)3. Две окружности с центрами 𝑂1 и О2 и 

радиусами 3, 4 пересекаются в точках А и В, причем 

точки 𝑂1 и О2 лежат по разные стороны от прямой 

АВ. Через точку A проведена прямая, вторично 

пересекающая эти окружности в точках M и K,  

причем  точка A лежит между точками M и К. 

a) Докажите, что треугольники МВК и 𝑂1𝐴О2 
подобны; 

б)Найдите расстояние от точки В до МК,  если 

МК=7, а 𝑂1О2 = 5. 

                                                           
3
 http://alexlarin.net/ege/2017/16_2017.html 
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Решение. а) Пользуясь фактом, что общая хорда двух 

пересекающихся окружностей перпендикулярна 

прямой, соединяющей центры окружностей, получим 

𝐴𝐵 ⊥ 𝑂1𝑂2. Пусть 𝐴𝐵 ∩ 𝑂1𝑂2 = 𝑇. 

Рассмотрим ∆𝑂1𝐴𝐵. 

OA=OB (радиусы)⇒ ∆𝑂1𝐴𝐵 – равнобедренный. 

𝑂1𝑇 − высота ⇒ 𝑂1𝑇 − биссектриса. 

Аналогично, 𝑂2𝑇 − биссектриса ∆𝑂2𝐴𝐵. 

Рассмотрим ∆МВК и ∆𝑂1𝐴О2. 

∠AMB=
1

2
ᴗ𝐴𝐵 (вписанный угол) 

∠𝐴𝑂1𝐵 = ᴗ𝐴𝐵 (центральный угол)

𝑂1𝑇 − биссектриса
| ⇒ ∠𝐴𝑂1𝑇

=
1

2
ᴗ𝐴𝐵  

Значит, ∠AMB=∠𝐴𝑂1𝑇. 

Аналогично ∠AKB=∠𝐴𝑂2𝑇. 
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По первому признаку подобия ∆МВК ~ ∆𝑂1𝐴О2. 

б) 3,4,5 – Пифагорова тройка ⇒ ∆𝑂1𝐴О2 – 

прямоугольный ∠A=900.  

𝑆∆𝑂1𝐴О2 =
1

2
𝑂1𝐴 ∙ 𝐴О2 = 6. 

Пусть 𝐴𝐻  -высота треугольника ∆𝑂1𝐴О2, тогда 

𝑆∆𝑂1𝐴О2 =
1

2
𝑂1𝑂2 ∙ 𝐴𝐻 = 2,5𝐴𝐻. 

𝐴𝐻 = 2,4. 

Пусть 𝐵𝑊  -высота треугольника ∆𝑀𝐵𝐾, тогда 

Из подобия ∆МВК ~ ∆𝑂1𝐴О2⇒
𝐵𝑊

𝐴𝐻
=

𝑀𝐾

𝑂1О2
=
7

5
⇒

𝐵𝑊 =
7∙2,4

5
= 3,36. 

Ответ: 3,36. 

Задача 11 (Пример задания 16 ЕГЭ 2016 

профиль)4. Квадрат ABCD  вписан в окружность. 

Хорда СЕ пересекает его диагональ BD в точке K. 

a) Докажите, что С𝐾 ∙ 𝐶𝐸 = 𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐷; 

б)  Найдите отношение СК и КЕ, если угол 𝐾𝐶𝐷 

равен 150. 

Решение. a) Рассмотрим 

∆𝐸𝐶𝐷  и  ∆𝐶𝐾𝐷. 

∠C – общий 

                                                           
4
 http://alexlarin.net/ege/2016/16_2016.html 
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∠СED=
1

2
ᴗ𝐶𝐷 =

1

2
900 = 450( так как  хорды 

AB=BC=CD=AD⇒ ᴗAB=ᴗBC=ᴗCD=ᴗAD=
3600

4
= 900. 

∠KDC=450 (угол между стороной и диагональю 

квадрата). 

Значит, ∆𝐸𝐶𝐷  ~  ∆𝐷𝐶𝐾. 

б) 
𝐸𝐶

𝐷𝐶
=
𝐶𝐷

𝐶𝐾
⇒ 𝐸𝐶 ∙ 𝐶𝐾 = 𝐶𝐷 ∙ 𝐴𝐵. 

Рассмотрим ∆𝐷𝐶𝐾. 

∠ 𝐶𝐾𝐷 = 1800 − ∠𝐾𝐶𝐷 − ∠𝐶𝐷𝐾 = 1800 − 450 −

150 = 1200. 

По теореме синусов 

𝐷𝐶

√3
2

=
𝐶𝐾

√2
2

⇒ 𝐶𝐾 = √
2

3
𝐶𝐷. 

Тогда 

𝐸𝐶 ∙ 𝐶𝐾 = 𝐶𝐷 ∙ 𝐴𝐵 ⇒ 

⇒ 𝐸𝐶 ∙ √
2

3
𝐶𝐷 = 𝐶𝐷 ∙ 𝐴𝐵 ⇒ 

⇒ 𝐸𝐶 ∙ √
2

3
= 𝐴𝐵 ⇒ 𝐸𝐶 = √

3

2
С𝐷. 

KC=EC-CK=(√
3

2
−√

2

3
)𝐶𝐷 =

𝐶𝐷

√6
. 
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 𝐾𝐶

𝐾𝐸
=
√2√6𝐷𝐶

√3𝐶𝐷
=
2

1
. 

Ответ: 2:1. 

Задача 12 (Пример задания 18 ЕГЭ 2015 

профиль)5. 

Диагонали AC и BD четырехугольника ABCD,   

вписанного в окружность, пересекаются в точке P, 

причем ВС=CD 

a) Докажите, что 𝐴𝐵: 𝐵𝐶 = 𝐴𝑃: 𝑃𝐷; 

б) Найдите площадь ∆𝐶𝑂𝐷, где 𝑂 – центр 

окружности, вписанной в  ∆𝐴𝐵𝐷, если дополнительно 

известно, что 𝐵𝐷 – диаметр описанной около 

четырехугольника  𝐴𝐵𝐶𝐷 окружности, AB=6, а 

BC=6√2. 

 Решение. a)  

Хорды 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 ⇒  ᴗ𝐵𝐶 = ᴗ𝐶𝐷

∠𝐵𝐴𝐶 =
1

2
ᴗ𝐵𝐶

∠𝐷𝐴𝐶 =
1

2
ᴗ𝐶𝐷

|
|
⇒ ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐶. 

                                                           
5
http://alexlarin.net/ege/2015/18_2015.html 
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∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐵 =
1

2
ᴗ𝐴𝐵. 

По первому признаку подобия ∆𝐴𝐷𝑃 = ∆𝐴𝐶𝐵 ⇒ 

𝐴𝑃

𝐴𝐵
=
𝐷𝑃

𝐶𝐵
⇒
𝐴𝑃

𝐷𝑃
=
𝐴𝐵

𝐶𝐵
. 

б) ∠BAC=∠CAD⇒AC -  биссектриса ∠BAD. 

O – центр  окружности, вписанной в ∆𝐴𝐵𝐷. Центр 

вписанной окружности находится на пересечении 

биссектрис. Значит, O∈ 𝐴𝑃. 

BD – диаметр окружности описанной вокруг 

четырехугольника ABCD,  ∠DAB= 900. 

Рассмотрим ∆𝐴𝐵𝐶.  По теореме синусов 

𝐴𝐵

sin (∠𝐶)
=

𝐵𝐶

sin (∠𝐴)
⇒ sin(∠𝐶) =

1

2
⇒ ∠𝐶 = 300 ⇒

ᴗ𝐴𝐵 = 600 ⇒ ∠𝐴𝐷𝐵 = 300.  

O – центр  окружности, вписанной в ∆𝐴𝐵𝐷 ⇒ DO 

– биссектриса ⇒∠ODP=150. 

∠𝑂𝐷𝐶 = ∠𝑂𝐷𝑃 + ∠𝑃𝐷𝐶 = 150 + 450 = 600. 

∠DCP=
1

2
ᴗ𝐴𝐷 =

1

2
(3600 − 900 − 900 − 600) =

600. 

∆𝐷𝑂𝐶 − равносторонний.  

𝑆∆𝐷𝑂𝐶 =
1

2
6√2 ∙ 6√2 ∙

√3

2
= 18√3. 

Ответ: 18√3. 
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